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Аннотация. Предлагается метод понижения размерности матриц при решении систем линейных 
уравнений в задачах с большой размерностью. Приведен алгоритм метода сведения разряженных 
матриц систем линейных уравнений к трехдиагональному виду с целью применения для решения си-
стем метода прогонки, ускоряющего процесс расчета. Применение этих методов позволит более эф-
фективно использовать ресурсы вычислительных систем при решении задач большой размерности 
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Abstract. A method of reducing the dimensionality of matrices is proposed for solving systems of linear 
equations in problems with high dimensionality. An algorithm is given for the method of reducing sparse 
matrices of systems of linear equations to a tridiagonal form in order to apply the sweep method to solve 
systems, which speeds up the calculation process. The application of these methods will allow more 
efficient use of computing system resources when solving high-dimensional problems in economics and 
other scientific fields.
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Введение

Система линейных уравнений (СЛУ), опи-
сывающая балансовые соотношения в  раз-
нообразных технологических и  экономиче-
ских задачах [1], может иметь следующие 
особенности: ненулевые элементы матрицы 
системы расположены преимущественно на 
трех диагоналях и  незначительное количе-
ство – вне трех диагоналей. Если порядок 
матрицы n системы четный, то матрица СЛУ 
может состоять из четырех таких матриц раз-
мерности n/2, корни системы обычно поло-
жительны.

Имеющиеся в  литературе методы расчета 
не позволяют с достаточной точностью и  бы-
стро решать такие системы уравнений.

Для решения таких систем линейных ал-
гебраических уравнений предлагается сле-
дующее: разбиение общей системы уравне-
ний на подсистемы меньшей размерности за 
счет подстановки одних переменных через 
другие, преобразование полученных матриц 
подсистем к  трехдиагональному виду, соот-
ветствующему условиям для точного реше-
ния методом прогонки [2], расчет методом 
прогонки и обратное преобразование пере-
менных для получения всех корней системы. 
Сокращение размерности системы линей-
ных алгебраических уравнений дает возмож-
ность ускорить счет и расширить круг решае-
мых задач.

Теоретические основы

Ранее одним из авторов использовался 
этот подход для понижения размерности СЛУ 
в  балансовых задачах при расчете процесса 
ректификации в нефтепереработке [3]. В на-
стоящей работе решается обобщенная задача 
понижения размерности для систем линейных 
алгебраических уравнений путем разбиения 
системы размерности n на подсистемы раз-
мерности m и (n – m), где m < n.

Пусть система линейных алгебраических 
уравнений, которую необходимо решать, име-
ет вид 

	 [A](X) = (B),	 (1)

где [A] — квадратная матрица коэффициентов 
системы (aij, i, j = 1 : n);

(X ) = (x1, ... , xn)т — вектор корней систе-
мы;

(B) = (b1, ... , bn)т — вектор свободных чле-
нов системы.

Разобьем систему (1) размерности n на под-
системы размерности m и (n – m)

	

 ,	 (2)

где
A11 = [ a1 : (n – m), 1 : (n – m) ];
A12 = [ a1 : (n – m), (n – m + 1) : n ];
A21 = [ a(n – m + 1) : n, 1 : (n – m) ];
A22 = [ a(n – m + 1) : n, (n – m + 1) : n ];
X1 = ( x1 : (n – m) )т;
X2 = ( x(n – m + 1) : n )т;
B1 = ( b1 : (n – m) )т;
B2 = ( b(n – m + 1) : n )т.

Цифры в  обозначении матриц (векторов) 
определяют часть индексов коэффициентов 
(или переменных), присутствующих в (2): 1 — 
изменяются индексы строк (или столбцов) от 1 
до n – m, 2 — от n – m + 1 до n.

Рассмотрим подсистему n – m строк систе-
мы (2)

	 [A11] (X1) + [A12] (X2) = (B1) 	 (3)
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и представим в виде

	 [A11] (X1) = (B1) – [A12] (X2). 	 (4)

Преобразовывая матрицу A11 к  треуголь-
ному виду и  решая систему (4) относительно 
(X1), получим

	 (X1) = (B̂1) – [Â12] (X2),	 (5)

где (B̂1), [Â12] – преобразованные значения 
соответствующих свободных членов (B1) 
и коэффициентов матрицы [A12].

	 (B̂1) = [A11]–1 (B1), [Â12] = [A11]–1 [A12].

Рассмотрим подсистему m строк системы (2)

	 [A21] (X1) + [A22] (X2) = (B2), 	 (6)

подставив (X1) из (5), получим:

	 [А21] ((B̂1) – [Â12] (X2)) + [A22] (X2) = (B2)

или

	 [Â22] (X2) = (B̂2), 	 (7)

где 

[Â22] = [А22] – [A21] [Â12];

	 (B̂2) = (B2) – [A21] (B̂1).

Решая систему (7) относительно (X2) и под-
ставляя в (5), получим (X1). Таким образом, бу-
дут определены все корни СЛУ (1).

Метод является эффективным для пониже-
ния размерности системы линейных алгебраи-
ческих уравнений путем разбиения на подсисте-
мы меньшей размерности. При этом время рас-
чета значительно сокращается, так как решение 
системы n-й размерности значительно дольше 
решения двух подсистем размерности m и n – m. 
Как показали расчетные исследования, наибо-
лее эффективно принимать m = n/2 за счет воз-
можности использования при этом метода про-
гонки при решении подсистем линейных алге-
браических уравнений размерности n/2.

Для преобразования матрицы СЛУ к трех
диагональному виду с целью применения наи-
более быстрого метода расчета — метода про-
гонки [2] — используем следующий способ.

Предположим, что матрицы коэффициентов 
СЛУ вне трехдиагональной системы содержат 
ненулевые элементы, исходя из этого поиск 
корней осуществляется в два этапа. 

На первом этапе преобразуем СЛУ к трех-
диагональному виду, на втором определяем 
корни системы методом прогонки [2].

В общем случае, когда матрица системы 
содержит несколько ненулевых элементов 
вне трех диагоналей, проверка на их наличие 
и  преобразование системы уравнений осу-
ществляется по следующей схеме, изображен-
ной на условной матрице  

	

где  х – элемент трех диагоналей;
1, 2, 3, ... , р — последовательность проверяемых элементов в матрице;
р — номер последнего проверяемого элемента в матрице, который равен n2 – 3n + 2;
n — размерность матрицы.
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Имеем систему линейных уравнений вида

	 	

(8)

и преобразуем ее к виду

	

.

	

(9)

В системах (8) и (9)
αpq, βjk — ненулевые элементы;
b*

j , c*
j + 1, d*

j  — новые значения соответ
ствующих элементов (8) при исключении эле-
ментов βjk ;

a*
p – 1, b*

p , d*
p —  новые значения соответ-

ствующих элементов (8) при исключении эле-
ментов αpq;     

	 b*
j  = bj + aj B2;	  (10)

	 c*
j + 1 = cj + 1+ bj + 1 B2 + aj + 1 B3;	 (11)

	 d*
j = dj + di + j – 1 Bi ,	  (12)

где

B1 = Bk – j + 1 = 0;

Bk – j = – βjk /ck ;

; (i = k – j – 1 : 2).

       a*
p – 1 = ap – 1 + bp – 1 Ap – q + cp – 1 Ap – q – 1;	 (13)

	 b*
p = bp + cp Ap – q ;	 (14)

	 d*
p = dp + di + q – 1 Ai ,	 (15)

где

A1 = Ap – q + 1 = 0;

A2 = – αpq /aq;

Ai = ; (i = 3 : p – q).
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После преобразования матрицы к трехдиаго-
нальному виду по формулам (10)–(15) проверя-
ем их на условие сходимости к точному решению 

	 |bj | < |aj – 1| + |cj + 1| .	 (16)

Если оно выполняется, то находим корни си-
стемы уравнений.

Общий вид системы линейных алгебраиче-
ских уравнений с трехдиагональной матрицей 
коэффициентов следующий:

	

,	 (17)

где  n — размерность системы уравнений;
a1, a2, ... , an – 1, b1, b2, ... , bn , c2, ... , cn — коэффициенты системы;
d1, ... , dn — свободные члены системы;
x1, ... , xn — корни системы.

Корни системы (17) определяются просто по рекуррентным формулам:

	 xn = an /bn;  xj = ; (j = n – 1 : 1).	 (18)

Практическая часть

Приведем пример, реализующий алгоритм 
метода понижения размерности СЛУ. Порядок 
системы примем для наглядности расчетов 
n = 6. Порядок пониженной размерности при-
мем m = n / 2 = 3.

Систему уравнений (1) размерности n реша-
ем в приложении MS Excel через обратную ма-
трицу: (X) = [A]–1(B).

СЛУ с  коэффициентами матрицы систе-
мы [A], свободными членами (В) и полученны-
ми корнями (Х) с  использованием обратной 
матрицы [A]–1 приведена на рисунке 1.

Разобьем матрицу коэффициентов системы 
уравнений [A] на матрицы размерности m = 3: 
[A11], [A12], [A21] и [A22] (рис. 2). Вектора сво-
бодных членов обозначим (В1) и  (В2). Корни 
СЛУ (Х) определяем двумя векторами размер-
ности m = 3: (Х1) и (Х2). 

Используя вышеизложенную методику по-
нижения размерности, определим корни си-
стемы (1) с использованием матриц размерно-
сти n/2.

Из формулы (7) [Â22] (X2) = (B̂2) определя-
ем корни 

(Х2) = [Â22]–1 (B̂2).        

[Â22] = [А22] – [A21] [Â12]; 

(B̂2) = (B2) – [A21] (B̂1).

Основные результаты по определению кор-
ней (Х2) приведены как фрагменты расчета 
в таблице 1.

Подставляя в  (5) основные элементы фор-
мулы (X1) = (B̂1) – [Â12] (X2), учитывая, что 
(B̂1) = [A11]–1(B1) и найденные значения кор-
ней (Х2), определим корни (Х1).  Определение 
корней (Х1) приводится в таблице 2.

Сравнивая корни (Х1) и (Х2) из таблиц 1 и 2, 
полученных расчетами матриц с  пониженной 
в 2 раза размерностью m = 3 СЛУ с корнями (Х) 
размерности n = 6, наблюдаем полное совпаде-
ние. Это доказывает адекватность и эффектив-
ность предложенной методики снижения раз-
мерности при расчете СЛУ высокой размерности.
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Рисунок 1 — Результаты определения корней СЛУ размерности n (фрагмент расчета в MS Excel)

Figure 1 — Results of determining the roots of a system of linear equations of dimension n  
(fragment of calculation in MS Excel)

Рисунок 2 — Матрицы и вектора частей СЛУ (1)

Figure 2 — Matrices and vectors of parts of the system of linear equations (1)

Таблица 1 — Основные параметры для определения корней (Х2)
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Заключение

Предложенный метод понижения размер-
ности матриц СЛУ позволяет значительно сни-
зить объем используемой памяти вычисли-
тельных систем при решении задач высокой 
размерности в экономике, в научных исследо-
ваниях и других областях, где используется ма-
тричная алгебра [4]. Решение СЛУ с разряжен-
ными матрицами позволит ускорить процесс 
решения задач путем преобразования к трех-
диагональным матрицам и решения методом 
прогонки. Разряженные матрицы рассматри-

ваемой СЛУ часто встречаются в балансовых 
задачах при расчете материальных, тепловых 
систем уравнений в процессах фракциониро-
вания нефтегазового сырья в аппаратах неф
тяной промышленности [5–6]. Использование 
предлагаемых и некоторых других математиче-
ских методов [7–8] может быть полезно пре-
подавателям и студентам в области математи-
ческого моделирования, программирования 
в  решении задач с  применением матричных 
методов.
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