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Аннотация. В работе приведено описание математической модели для различных процессов, имею-
щих жизненный цикл (начало и окончание). Реализация математической модели показана на приме-
ре распространения коронавируса в России за 2 года. Предлагаемая модель позволяет прогнозиро-
вать число зараженных на ближайший период. Адекватность модели на рассматриваемом процессе 
определена с точностью среднеквадратичной ошибки 0,8 %. Модель можно использовать для прогно-
зирования временных процессов в социальных, демографических, медицинских, производственных 
и других областях. 
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Abstract. The paper provides a description of the mathematical model for various processes that have 
a life cycle (beginning and end). The implementation of the mathematical model is shown on the example 
of the spread of coronavirus in Russia over 2 years. The proposed model allows predicting the number 
of infected people in the coming period. The adequacy of the model for the process under consideration 
is determined by the accuracy of the root-mean-square error of 0.8 %. The model can be used to predict 
temporal processes in social, demographic, medical, industrial and other areas.
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Введение

В литературе известно большое количество 
математических моделей, адекватно описы-
вающих различные процессы в различных от-
раслях экономики, промышленности, приро-
де и обществе. Многие из исследователей ис-
пользуют однофакторные и  многофакторные 
модели, типовые математические модели (ли-
нейные, нелинейные), гармонические, транс-
цендентные и другие. В зависимости от задачи 
моделирования моделей (функций) использу-
ют аппроксимацию или интерполяцию исход-
ных данных. Часто моделирование ограничи-
вается диапазоном изменения исходных дан-
ных. Некоторые трендовые модели позволяют 

экстраполировать значения функций за диа-
пазон исследуемых данных. Для этого исполь-
зуются модели аппроксимации исходных дан-
ных (аргументов) различными функциями.

В настоящей статье рассматриваются про-
цессы, имеющие начальное и конечное значе-
ние функции при изменении аргументов рав-
ное нулю, то есть процесс начинается и закан-
чивается при определенном значении аргу-
ментов. К таким процессам можно отнести не-
которые процессы по выпуску определенной 
продукции в  производстве, социальные про-
цессы, процессы развития пандемии по неко-
торым инфекционным болезням и другие.

Теоретические основы

Для описания рассмотренных процессов 
предлагается в качестве модели прогнозиро-
вания использовать функцию, включающую 
в  себя суперпозицию функций нормального 
распределения [1].

Функция рассматриваемой модели имеет 
следующий вид                          			

       	 (1)

где zj — расчетная площадь под j-м нормаль-
ным распределением; 
uj = (x – µj) / σj ;
M — количество нормальных распределе-
ний;
x — текущий временной аргумент процес-
са (x = 1 ÷ N);
N — конечное текущее количество выбор-
ки аргументов;
F(x)  — интегральное значение функции 
нормального распределения величины x;
µj — расчетное математическое ожидание 
значения аргумента;

σj — расчетное значение квадратного кор-
ня от дисперсии величины аргумента.

Исходные данные формируют эксперимен-
тальную функцию f (x), которая аппроксимиру-
ется функцией (1) с использованием градиент-
ных методов оптимизации [2].

	 	 (2)

где nx — значение аргумента с индексом x.
Для оценки адекватности расчетной функ-

ции F(x) экспериментальной f (x) используем 
оценку (в  %) по средней квадратичной ошиб-
ке ε.

	 	 (3)

Оптимальное минимальное значение опре-
деляется при выполнении дополнительного ус-
ловия

	 F(N ) = f (N ). 	 (4)

Это условие выравнивает площади под экс-
периментальной и расчетной кривой, модели-
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рующей рассматриваемый процесс. Экстрапо-
ляция моделируемой функции позволяет про-
гнозировать процесс для значений F в  точ-
ках N + 1, N + 2 и т. д. При реализации расче-
та N это текущая точка при анализе процесса 

и N ⊂ [1 ÷ K], где K — конечная точка, огра-
ничивающая рассматриваемый процесс. Оче-
видно, что F(K ) > f(N ), так как площадь, зани-
маемая с прогнозируемой площадью, больше 
площади в текущей точке N.

Практическое приложение

В качестве примера использования пред-
лагаемой модели рассмотрим процесс распро-
странения инфекции вируса COVID-19 в Рос-
сийской Федерации [3]. В  исходных данных 
приведены данные об ежедневном количестве 
инфицированных граждан с 6 марта 2020 г. до 
27 февраля 2022 г. 

Для рассматриваемого примера роль аргу-
мента x играет день от начала пандемии, а ор-
динаты f (x) — суммарное число зараженных 
граждан на день x. Если x = N, то f (N) опре-
деляется по формуле (2), F(N) по формуле (1). 
Затем минимизируется средняя квадратичная 
ошибка ε по формуле (3) с условием выполне-
ния (4). Конечная точка K рассматриваемо-
го процесса соответствует 730 дней, то есть 
2 года (последний день 5 марта 2022 г.). 

В качестве независимых переменных, по-
зволяющих оптимизировать рассматривае-
мую модель прогнозирования количества ин-
фицированных вирусом COVID-19, выбраны 
(для j = 1 ÷ M) следующие:

µj — расчетное математическое ожидание 
значения аргумента x (соответствующего дня 
пика j-го нормального распределения);

σj — расчетное значение квадратного кор-
ня от дисперсии величины аргумента (опреде-
ляет ширину нормального распределения);

zj  — расчетная площадь под j-м нормаль-
ным распределением (соответствует количе-
ству зараженных в  рассматриваемой обла-
сти).

Количество используемых нормальных рас-
пределений M подбирается из условия ми-
нимизации средней квадратичной ошибки  ε. 
В нашем случае для соответствия адекватности 
модели исходным данным достаточно M = 22. 
При этом ε = 0,85 %, что адекватно описывает 
исходные данные и позволяет делать прогноз. 
Информация анализировалась по предлагае-
мой модели последовательно из [3] и делался 
текущий прогноз по предлагаемой модели, по-

стоянно увеличивая K на месяц вперед. При 
этом значение ε изменялось от 0,5–0,85 % при 
усложнении исходной кривой по текущему чис-
лу зараженных коронавирусом в  Российской 
Федерации до 5 волн с различной интенсивно-
стью заражения.

На рисунке 1 приведены графики количе-
ства зараженных в  Российской Федерации 
исходной табличной функции f (x) и расчетной 
функции F(x) нарастающим итогом по дням 
с начала пандемии.

В таблице 1 приведены расчетные данные 
по независимым переменным, определяющим 
реализацию приведенной модели.

Общее количество зараженных определяет-
ся из результатов расчета    и оно 
отображает общую площадь (расчетное коли-
чество зараженных за весь период пандемии) 
под кривой F(x), где x ⊂ [1 ÷ K].

Преобразуя информацию функций f (x) 
и F(x) из интегрального вида в дифференци-
альный, можно получить графики функций ко-
личества зараженных в каждый текущий день 
пандемии (исходные f*(x) и расчетные F*(x)). 

	 f*(1) = f(1),  
	 f*(2) = f (2) – f (1),  
	 f*(3) = f (3) – f (2),  
	 … ,  
	 f*(N) = f (N) – f (N – 1) 	 (5)

	 F*(1) = f (1),  
	 F*(2)= F(2) – F(1),  
	 F*(3) = F(3) – F(2),  
	 … ,  
	 F*(K) = F(K) – F(K – 1) 	 (6)

Графики дифференциальных функций f*(x) 
и F*(x) с данными из (5) и (6) приведены на ри-
сунке 2.

Как видно из результатов расчетов, пока-
занных на графиках рисунков 1 и 2, исходные 
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данные в динамике заражения за период пан-
демии с  высокой степенью адекватности от-

ражаются интегральными F(x) и F*(x) диффе-
ренциальными моделирующими функциями.

Заключение

Проанализирован процесс заражения по 
дням с начала пандемии вируса COVID-19 и по-
строена модель процесса, позволяющая про-
гнозировать число зараженных на ближайший 
период распространения инфекции.

В результате проделанной работы показано, 
что предлагаемая модель показала себя спо-
собной адекватно описывать и прогнозировать 
сложные процессы, имеющие начало и оконча-

ние. Использование других функций, например, 
полиномов высоких порядков не позволит экс-
траполировать значения функции вне области 
данных. Предлагаемую модель можно исполь-
зовать для прогнозирования различных демо-
графических, социальных, медицинских (при 
распространении различных инфекций), произ-
водственных и других процессов, имеющих на-
чало и окончание жизненного цикла.

Таблица 1 — Расчетные параметры модели

№ нормального 
распределения

µj

(день от начала)
σj

(в днях)
zj

(количество зараженных)

1 83,15 19,07 402 001

2 190,95 42,73 808 544

3 246,16 17,92 41 903

4 280,46 15,21 438 095

5 309,94 19,31 10 241

6 341,73 29,61 318 272

7 418,61 39,70 52 576

8 489,93 17,15 381 920

9 529,12 20,14 577 834

10 530,70 59,17 41 880

11 578,22 17,61 20 751

12 602,15 12,65 35 485

13 622,13 12,10 362 443

14 646,77 13,31 53 062

15 678,63 22,24 656 258

16 692,76 6,39 15 011

17 698,71 3,86 1 602 321

18 703,72 2,51 64 415

19 708,55 1,93 5 228 756

20 712,61 2,16 4 889 891

21 716,87 1,93 31 207

22 722,10 2,07 332 225

Общее прогнозируемое количество зараженных (Z) 16 365 090
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